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SUR LES REPRE´SENTATIONS ABSOLUMENT NAI¨VES ET
LEUR MODULE DE WACH
FLORIC TAVARES RIBEIRO
Abstract. We construct a Wach module for the absolutely semi-stable repre-
sentations the filtered (ϕ,N)-module of which satisfies the Griffiths transver-
sality, which happens in particular for ordinary representations. This construc-
tion extends the ones of Wach and Berger for the absolutely crystalline case.
We use it in particular to describe semi-stable representations which factor
through the Tate curve extension.
Re´sume´. On construit un module de Wach pour les repre´sentations absolu-
ment semi-stables dont le (ϕ,N)-module filtre´ satisfait la transversalite´ de
Griffiths, ce qui est le cas en particulier des repre´sentations ordinaires. Ceci
prolonge les constructions de Wach et Berger pour le cas absolument cristallin.
On en de´duit notamment une description des repre´sentations semi-stables se
factorisant par l’extension de la courbe de Tate.
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1. Introduction
1.1. Notations. Soit p un nombre premier et k un corps parfait de caracte´ristique
p. On note OK l’anneau des vecteurs de Witt sur k et K son corps des fractions.
Classification mathe´matique par sujets (2010). 11F80.
Mots clefs. repre´sentations p-adiques, (ϕ,Γ)-modules, repre´sentations semi-stables, modules
de Wach.
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On fixe K une cloˆture alge´brique de K et on note GK = Gal(K/K) le groupe de
Galois absolu de K. On note vp la valuation de K normalise´e par vp(p) = 1 et Cp
le comple´te´ de K pour vp. On fixe encore ε = (ζpn)n∈N une famille cohe´rente de
racines primitives pn-ie`mes de l’unite´ :
ζ1 = 1 ; ζp 6= 1 ; ζppn+1 = ζpn∀n ∈ N.
Le groupe de Galois Γ = Gal(Kcyc/K) ou` Kcyc est l’extension cyclotomique Kcyc =
∪n∈NK(ζpn) s’identifie a` Z∗p par le caracte`re cyclotomique χ, de noyau HK =
Gal(K/Kcyc).
On appelle Zp-repre´sentation (de GK) tout Zp-module libre de type fini muni d’une
action line´aire et continue de GK . Une repre´sentation p-adique (de GK) est un Qp-
espace vectoriel de dimension finie avec une action line´aire et continue de GK . On
obtient une repre´sentation p-adique a` partir d’une Zp-repre´sentation en e´tendant
les scalaires de Zp a` Qp, et re´ciproquement, toute repre´sentation p-adique contient
un Zp-re´seau stable par GK qui est donc une Zp-repre´sentation, que l’on appelle
un re´seau de la repre´sentation.
1.2. Modules de Wach et repre´sentations na¨ıves. Le module de Wach d’une
repre´sentation absolument cristalline e´tablit un pont entre les deux pendants de la
the´orie de Fontaine : le monde des (ϕ,Γ)-modules et celui de la the´orie de Hodge
p-adique. Wach [Wac96] a ainsi montre´ qu’une repre´sentation de hauteur finie e´tait
cristalline a` la condition ne´cessaire et suffisante de l’existence dans son (ϕ,Γ)-
module d’un sous-module satisfaisant des conditions techniques assez fortes.
Berger a pre´cise´ les re´sultats de Wach dans [Ber04] ou` il de´finit la cate´gorie des
modules de Wach qu’il prouve e´quivalente a` celle des repre´sentations cristallines.
Pour cela, il ajoute une condition technique que doit satisfaire le module de Wach
N , ce qui le rend unique. Il fournit alors une filtration sur ce module qui permet
d’identifier le quotient N/XN avec le module cristallin Dcris(V ) comme ϕ-modules
filtre´s. On renvoie au paragraphe 3.1 pour les de´tails.
La the´orie de Hodge p-adique fait correspondre a` une repre´sentation semi-stable
V un (ϕ,N)-module filtre´ Dst(V ). En ge´ne´ral, on n’attend pas que la monodromie
N respecte la filtration. On s’inte´resse ici aux repre´sentations semi-stables, dites
na¨ıves, pour lesquelles la filtration ve´rifie la transversalite´ de Griffiths, c’est-a`-dire
N(Fili) ⊂ Fili−1 ; c’est le cas en particulier des repre´sentations ordinaires.
On associe de manie`re naturelle a` une repre´sentation na¨ıve V une repre´sentation
cristalline. On en de´duit la construction d’un module de Wach N (V ) dans le (ϕ,G)-
module DL(V ) adapte´ a` l’extension de la courbe de Tate L = ∪n∈NK(ζpn , pn√p)
de groupe de Galois G ≃ < τ > ⋊ Γ, ou` < τ > ≃ Zp. On montre encore comment
N (V )/XN (V ) s’identifie a` Dst(V ) comme (ϕ,N)-module filtre´, la filtration e´tant
donne´e par la meˆme recette que celle de Berger, et la monodromie provenant de
l’action de τ . Plus pre´cise´ment, on obtient les e´nonce´s suivants (The´ore`mes 3.18,
3.19 et 3.20 ci-dessous, on renvoie au texte pour les notations).
The´ore`me 1.1. Si V est une repre´sentation p-adique de dimension d, alors V est
na¨ıve si et seulement s’il existe un sous-B+K-module N libre de rang d de D+L(V ),
stable par G, et un entier h ∈ Z tels que l’action de Γ sur (N/XN )(h) est triviale.
The´ore`me 1.2. Si V est une repre´sentation na¨ıve positive de dimension d, alors
il existe un unique sous-B+K-module N (V ) de D+L(V ) satisfaisant les conditions
suivantes :
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(1) N (V ) est un B+K-module libre de rang d qui engendre DL(V ) ;
(2) l’action de G pre´serve N (V ), et est triviale sur N (V )/XN (V ) ;
(3) il existe un entier r ≥ 0 tel que Xr D+,uniL (V ) ⊂ N (V )
ou` D+,uniL (V ) est le plus grand sous-B
+
K-module de D
+
L(V ) sur lequel τ est unipotent.
De plus, N (V ) est stable par ϕ.
Enfin, la somme 1
X
log τ converge vers un ope´rateur N nilpotent sur N (V ). Si l’on
munit de plus N (V ) de la filtration
FiliN (V ) =
{
x ∈ N (V ), ϕ(x) ∈
(
ϕ(X)
X
)i
N (V )
}
,
alors il existe un isomorphisme Dst(V ) ≃ N (V )/XN (V ) de (ϕ,N)-modules filtre´s.
Ceci nous permet de montrer que les repre´sentations semi-stables se factorisant
par G sont na¨ıves ainsi qu’une description de ces repre´sentations (Proposition 4.7).
Comme conse´quence, on obtient une preuve dans le cas non ramifie´ du the´ore`me
suivant duˆ a` Kisin.
The´ore`me 1.3. Le foncteur restriction de la cate´gorie des repre´sentations cris-
tallines de GK vers la cate´gorie des repre´sentations de Gal(Kpi/K) ou` Kpi =
∪n∈NK( pn√p) est pleinement fide`le.
Remarquons que l’on peut tirer de ce travail les ingre´dients d’une preuve courte du
the´ore`me de Kisin [BTR12].
2. The´orie de Fontaine
2.1. (ϕ,Γ)-modules. Commenc¸ons par quelques rappels sur la the´orie des (ϕ,Γ)-
modules. On renvoie le lecteur a` l’article de Fontaine [Fon90] pour les de´tails, ainsi
qu’a` [TR11] pour la partie concernant les (ϕ,Γ)-modules adapte´s a` l’extension L.
2.1.1. (ϕ,Γ)-modules usuels. Soit E˜ la limite projective lim←Cp ou` les applications
de transition sont l’e´le´vation a` la puissance p. C’est un corps de caracte´ristique p,
alge´briquement clos et complet pour la valuation vE((xn)n) = vp(x0). Son anneau
d’entiers E˜+ s’identifie a` lim←OCp . Le syste`me ε de´finit un e´le´ment de E˜+ encore
note´ ε et on de´finit EK = k((ε− 1)) et E la cloˆture se´parable de EK dans E˜.
Le corps E˜ est parfait et l’on conside`re A˜ = W (E˜) l’anneau des vecteurs de Witt
a` coefficients dans E˜ et A˜+ le sous-anneau des vecteurs de Witt a` coefficients dans
E˜+. Le corps EK se rele`ve en caracte´ristique 0 en AK , le comple´te´ p-adique de
OK [[X ]][ 1X ] ou` X = [ε] − 1. C’est l’anneau des se´ries de Laurent
∑
anX
n avec
pour tout n ∈ Z, an ∈ OK et an tendant p-adiquement vers 0 en −∞. On note
A le comple´te´ p-adique de la cloˆture non ramifie´e de AK dans A˜. On note encore
A+ = A˜+ ∩ A et A+K = A˜+ ∩ AK = OK [[X ]]. Comme EHK = EK , on a aussi
AHK = AK et de meˆme avec les versions avec un plus. L’action re´siduelle de Γ et
l’action induite par le Frobenius ϕ de A˜ sur AK , qui prolonge le Frobenius naturel
de K, se de´crivent alors ainsi :
ϕ(X) = (1 +X)p − 1 ; σ(X) = (1 +X)χ(σ) − 1, σ ∈ Γ.
On de´finit a` partir de ces anneaux les corps B = A⊗Zp Qp, BK = AK ⊗Zp Qp, et
de meˆme pour les anneaux B+, B+K et les versions avec tilde.
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Un (ϕ,Γ)-module D sur AK (resp. BK) est un module libre de type fini, muni
d’actions continues semi-line´aires commutant de ϕ et Γ. Il est e´tale si ϕ(D) engendre
D sur AK (resp. s’il posse`de un AK-re´seau e´tale).
Rappelons le the´ore`me fondamental des (ϕ,Γ)-modules.
The´ore`me 2.1 (Fontaine [Fon90]). Le foncteur D : T 7→ D(T ) = (A ⊗ T )HK
(respectivement D : V 7→ D(V ) = (V ⊗B)HK ) de´finit une e´quivalence de cate´gories
tannakiennes entre la cate´gorie des Zp-repre´sentations (resp. repre´sentations p-
adiques) de GK et la cate´gorie des (ϕ,Γ)-modules e´tales sur AK (resp. BK).
Une Zp-repre´sentation T est dite de hauteur finie de`s lors que D
+(T ) = (A+⊗T )HK
contient une base de D(T ) sur AK . Une repre´sentation p-adique V est de hauteur
finie si elle contient un re´seau de hauteur finie. De manie`re e´quivalente, un (ϕ,Γ)-
module est de hauteur finie s’il contient une base dans laquelle la matrice de ϕ est
a` coefficients dans A+K .
2.1.2. (ϕ, G)-modules. On fixe ρ = (πn)n∈N une famille cohe´rente de racines p
n-
ie`me de p : π0 = p et π
p
n+1 = πn pour tout n. Alors GK agit sur ρ par g(ρ) = ρε
ξ(g)
ce qui de´finit l’application ξ : GK → Zp, ou plus pre´cise´ment le 1-cocycle ξ ⊗ ε a`
valeurs dans Zp(1).
On de´finit la courbe de Tate T2 comme le Zp-module Zp ⊕ Zpe de base 1, e muni
de l’action
g(1) = 1 ; g(e) =
1
χ(g)
(e + ξ(g)), g ∈ GK .
Ainsi, T2(1), comme tout module de Tate d’une courbe elliptique a` mauvaise re´-
duction multiplicative de´ploye´e apparaˆıt comme une extension
0 −→ Zp(1) −→ T2(1) −→ Zp −→ 0.
L’action de GK sur T2 se factorise par G = Gal(L/K) ou` L = ∪n∈NK(ζpn , πn) est le
compositum de Kcyc et de l’extension kummerienne Kpi = ∪n∈NK(πn) (c’est aussi
la cloˆture galoisienne de Kpi). Le groupe G s’identifie a` Zp ⋊ Γ si l’on identifie Γ a`
Gal(L/Kpi) par χ et Zp a` Gal(L/Kcyc) par ξ. Ceci fournit un ge´ne´rateur topologique
τ ∈ Gal(L/Kcyc) tel que Gal(L/Kcyc) s’identifie a` τZp . On a donc τ(ρ) = ρε, i.e.
ξ(τ) = 1.
L
G
τZp
③③
③③
③③
③③
Γ
❇❇
❇❇
❇❇
❇❇
Kcyc
Γ ❉❉
❉❉
❉❉
❉❉
Kpi
⑤⑤
⑤⑤
⑤⑤
⑤⑤
K
Notons que le choix de τ ne de´pend pas de celui de ρ mais bien du choix de ε.
Changer ε en εα revient a` changer τ en τα. La relation de commutation entre Γ et
τ est donne´e par στσ−1 = τχ(σ).
De meˆme que dans le cas cyclotomique, on peut de´finir le foncteur
DL(T ) = (T ⊗A)GL
qui a` une Zp-repre´sentation T associe un (ϕ,G)-module e´tale sur AL = A
GL , i.e.
un AL-module libre de type fini muni d’actions semi-line´aires commutant de ϕ
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et G et ϕ(DL(T )) engendrant DL(T ) comme AL-module. On de´finit de meˆme les
versions rationnelles de DL et de (ϕ,G)-module sur BL. On a encore (cf. [TR11]) :
The´ore`me 2.2. Le foncteur DL induit une e´quivalence de cate´gories tannakiennes
entre la cate´gorie des Zp-repre´sentations (respectivement repre´sentations p-adiques)
de GK et la cate´gorie des (ϕ,G)-modules e´tales sur AL (resp. BL). De plus DL ≃
AL ⊗AK D.
2.2. The´orie de Hodge p-adique.
2.2.1. Repre´sentations semi-stables. Ce paragraphe est consacre´ a` quelques rappels
sur les pe´riodes p-adiques des repre´sentations semi-stables. Pour les constructions
et de´monstrations originelles, on renvoie a` [Fon94].
Un e´le´ment x de A˜+ s’e´crit de manie`re unique
x =
∑
n∈N
pn[xn] avec xn =
(
x(m)n
)
m∈N
∈ E˜+.
L’application θ : x 7→ ∑n∈N pnx(0)n est un morphisme surjectif de A˜+ sur OCp de
noyau l’ide´al principal engendre´ par ω = X/ϕ−1(X). L’anneau B+dR est le comple´te´
de B˜+ pour la topologie ω-adique. La se´rie log(1+X) converge dans B+dR. Sa limite
est note´e t, et BdR = B
+
dR[1/t] = FracB
+
dR.
On appelle Acris le comple´te´ p-adique de l’enveloppe a` puissances divise´es de A˜
+ par
rapport a` ker θ = (ω). Il s’identifie au sous-anneau de B+dR forme´ des e´le´ments de la
forme
∑
n∈N an
ωn
n! avec an ∈ A˜+ tendant p-adiquement vers 0. La se´rie de´finissant
t converge dans Acris. On de´finit Bcris = Acris[1/t].
Comme ρ est un syste`me cohe´rent de racines pn-ie`mes de p, il de´finit un e´le´ment
de E˜+ et si l’on note Y = [ρ], la se´rie log Y = log Y
p
+ log p converge, de`s que l’on
a choisi la valeur de log p (e.g. log p = 0), dans B+dR, mais pas dans Bcris. On note
Bst = Bcris[log Y ].
L’action de GK s’e´tend par continuite´ a` BdR ainsi qu’a` Bcris et Bst. De plus, BdR
est filtre´ par Fili BdR = t
i B+dR ; on munit Bcris et Bst de la filtration induite. Ces
deux derniers anneaux sont de plus munis d’une action de ϕ e´tendue par continuite´
et la Bcris-de´rivation N = − dd log Y fournit un ope´rateur localement nilpotent sur
Bst tel que Bcris = (Bst)
N=0.
A` toute repre´sentation p-adique V on associe le K-espace vectoriel
Dst(V ) = (V ⊗ Bst)GK
de dimension infe´rieure ou e´gale a` dimV . Quand il y a e´galite´, on dit que V est
semi-stable. Les structures de Bst induisent sur Dst(V ) celle d’un (ϕ,N)-module
filtre´, i.e. un K-espace vectoriel muni d’une filtration Fili par des sous-K-espaces
vectoriels, de´croissante, exhaustive et se´pare´e, ainsi que d’une application semi-
line´aire injective ϕ et d’une application K-line´aire nilpotente N ve´rifiant Nϕ =
pϕN . Soit tH(D) l’unique saut de la filtration de detD et tN(D) la valuation
p-adique de ϕ sur detD. On dit qu’un (ϕ,N)-module filtre´ D est admissible si
tH(D) = tN (D) et tH(D
′) ≤ tN(D′) pour tout sous-objet D′ de D.
The´ore`me 2.3 (Fontaine, Colmez-Fontaine). Le foncteur Dst de´finit une e´quiva-
lence de cate´gories tannakiennes entre la cate´gorie RepstGK des repre´sentations
semi-stables de GK et la cate´gorie des (ϕ,N)-modules filtre´s admissibles.
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La partie difficile de ce the´ore`me est la preuve que tout module admissible pro-
vient d’une repre´sentation semi-stable. Des preuves en ont e´te´ donne´es par Colmez-
Fontaine [CF00], puis Colmez [Col02], Fontaine [Fon04], Berger [Ber08b], et Kisin
[Kis06].
Une repre´sentation semi-stable est dite cristalline si elle est semi-stable et N = 0
sur son (ϕ,N)-module filtre´, ou de manie`re e´quivalente si Dcris(V ) = Dst(V )
N=0 =
(V ⊗ Bcris)GK est de dimension maximale dimV . De plus, une repre´sentation V
semi-stable est dite positive de`s lors que Fil0Dst(V ) = Dst(V ). Pour des raisons de
confort, on supposera souvent les repre´sentations positives ; cette condition n’est
pas restrictive car toute repre´sentation semi-stable peut eˆtre rendue positive en la
tordant par une puissance (ne´gative) suffisante du caracte`re cyclotomique.
2.2.2. La courbe de Tate et Bst. La repre´sentation V2 = Qp ⊗Zp T2 associe´e a` la
courbe de Tate est semi-stable, non cristalline : Dst(V2) admet pour base ǫ1 = 1⊗1,
ǫ2 = 1⊗ log Y − e ⊗ t. On a donc
ϕ(ǫ1) = ǫ1, ϕ(ǫ2) = pǫ2 et N(ǫ2) = ǫ1, N(ǫ1) = 0.
En fait, on remarque que Zp +
log Y
t
Zp s’identifie a` T2 = Zp + eZp comme Zp-
repre´sentation de GK .
De meˆme, les repre´sentations Vd = Qp ⊗Zp Td associe´es a` Td = Symd−1 T2 pour
d ≥ 2 sont semi-stables de dimension d ; on peut identifier Td au groupe additif
Zp
[
log Y
t
]
<d
des polynoˆmes en log Y
t
de degre´ plus petit que d− 1 muni de l’action
naturelle de GK . Ces repre´sentations forment ainsi un syste`me inductif, et a` la
limite :
Proposition 2.4. Si V∞ = lim
→
Symd V2, alors V∞ ≃ Qp [e] et l’application Bcris-
line´aire Bcris⊗QpV∞ → Bst qui associe log Yt a` e est un isomorphisme compatible
avec l’action de GK et de ϕ. L’ope´rateur N co¨ıncide via cette identification a` − 1t dde .
Preuve : Il suffit de remarquer que ϕ
(
log Y
t
)
= log Y
t
. 
On munit Bst de la filtration F̂il induite par celle de Bcris sur Bcris⊗QpV∞ :
F̂iliBst =
(
FiliBcris
)⊗Qp V∞.
Cette filtration ne co¨ıncide pas avec la filtration Fil de Bst comme le montre la
proposition suivante.
Proposition 2.5. Pour tout i ∈ Z,
F̂iliBst =
⋂
k∈N
N−k
(
Fili−k Bst
)
.
En particulier N
(
F̂ili Bst
)
⊂ F̂ili−1 Bst pour tout i ∈ Z, c’est-a`-dire que F̂il respecte
la transversalite´ de Griffiths.
Preuve : Pour tout n ≥ 0 on pose En = kerNn. Alors pour tous 0 ≤ k ≤ n,
Nk(En) = En−k et l’on sait que Bst = ∪n∈NEn et E0 = Bcris. On proce`de par
re´currence sur n et l’on note F̂iliEn = F̂il
i Bst ∩En. On veut donc montrer que
∀i, n ∈ N, F̂iliEn =
n⋂
k=0
N−k
(
Fili−k En−k
)
,
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c’est-a`-dire que si x ∈ En, alors
x ∈ F̂iliEn ⇐⇒ ∀0 ≤ k ≤ n, Nk(x) ∈ Fili−k En−k.
Ceci est imme´diat pour E0 = Bcris. Et si x ∈ En+1, on l’e´crit
x =
n∑
m=0
am
(
log Y
t
)m
.
Ainsi N(x) =
∑n
m=1
mam
t
(
log Y
t
)m−1
. On a donc
x ∈ F̂iliEn ⇐⇒ ∀0 ≤ m ≤ n, am ∈ Fili Bcris
⇐⇒ a0 ∈ Fili Bcris et N(x) ∈ F̂ili−1 Bst
⇐⇒ x ∈ Fili Bst et N(x) ∈ F̂ili−1 Bst
ce qui permet de conclure par re´currence. La dernie`re e´quivalence provient de ce
que log Y
t
∈ Fil0 Bst. 
Breuil construit dans [Bre97, §2] un anneau B̂st, comple´te´ de Bst, muni d’une filtra-
tion naturelle respectant la transversalite´ de Griffiths. La filtration qu’elle induit
sur Bst co¨ıncide avec celle que l’on a de´finie ici.
Suivant Breuil, on dira qu’un (ϕ,N)-module filtre´ est na¨ıf s’il ve´rifie la transversalite´
de Griffiths et, de meˆme, qu’une repre´sentation semi-stable est na¨ıve si son (ϕ,N)-
module est na¨ıf. C’est le cas en particulier des repre´sentations ordinaires [Mok98,
Propositions 5.2. et 5.4.], par exemple le module de Tate d’une courbe elliptique a`
mauvaise re´duction multiplicative de´ploye´e.
Definition 2.6. Si Fil est la filtration d’un (ϕ,N)-module filtre´ on de´finit la fil-
tration F̂il par
F̂ili =
⋂
k∈N
N−k
(
Fili−k
)
,
Le lemme suivant est imme´diat.
Lemme 2.7. Si Fil est la filtration d’un (ϕ,N)-module filtre´ alors F̂il satisfait la
transversalite´ de Griffiths ; de plus Fil satisfait la transversalite´ de Griffiths si et
seulement si Fil = F̂il.
Un (ϕ,N)-module filtre´ est donc na¨ıf si et seulement si sa filtration Fil co¨ıncide
avec F̂il. On a e´galement la caracte´risation suivante.
Lemme 2.8. Si D est un (ϕ,N)-module filtre´ admissible tel que le ϕ-module D
muni de la filtration F̂il est admissible, alors D est na¨ıf.
Preuve : Notons D′ le ϕ-module D muni de la filtration F̂il. On fixe une base
(b1, . . . , bd) de D adapte´e a` la filtration F̂il, c’est-a`-dire qu’il existe une suite crois-
sante d’entiers (ki) tels que pour tout i, F̂il
iD =
⊕
k≥ki
Kbk. Pour tout 1 ≤ k ≤ d, il
existe des entiers ik et jk tels que bk ∈ F̂ilikD\ F̂ilik+1D et bk ∈ Filjk D\Filjk+1D ;
on a alors tH(D
′) =
∑d
k=1 ik et tH(D) ≥
∑d
k=1 jk. De F̂il
i ⊂ Fili on de´duit que
pour tout k, ik ≤ jk, et donc, puisque D et D′ sont admissibles,
tN (D
′) = tH(D
′) =
d∑
k=1
ik ≤
d∑
k=1
jk ≤ tH(D) = tN (D) = tN (D′).
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Ainsi, toutes les ine´galite´s sont des e´galite´s et ik = jk pour tout k.
De´duisons-en maintenant que les filtrations co¨ıncident. On a l’inclusion F̂ili ⊂ Fili ;
pour montrer la re´ciproque, choisissons x =
∑d
k=1 αkbk ∈ FiliD. Pour tout k tel
que αk 6= 0 la famille (b1, . . . , bk−1, x, bk+1, . . . , bd) est encore une base de D et
0 6= b1 ∧ · · · ∧ bk−1 ∧ x ∧ · · · ∧ bd ∈ Filh(detD) avec h = i+
∑
r 6=k jr. On en de´duit
que jk ≥ i, et ceci e´tant vrai pour tout k tel que αk 6= 0, x =
∑
k≥ki
αkbk ∈ F̂iliD,
comme attendu. 
Remarque 2.1. On n’a en fait utilise´ de la transversalite´ de Griffiths que le fait
que F̂ili ⊂ Fili et de l’admissibilite´ de D′ que l’e´galite´ tN (D′) = tH(D′).
Nous verrons plus bas une re´ciproque a` ce lemme (Proposition 3.4).
3. Modules de Wach
3.1. Le cas absolument cristallin. Wach [Wac96] a donne´ la caracte´risation
suivante des repre´sentations absolument cristallines de hauteur finie.
The´ore`me 3.1 (Wach). Si V est une repre´sentation p-adique de hauteur finie et de
dimension d, alors V est cristalline si et seulement s’il existe un sous-B+K-module
libre N de rang d de D+(V ) stable par Γ et un entier h ∈ Z tels que l’action de Γ
sur (N/XN )(h) est triviale.
Par ailleurs, Colmez [Col99] a montre´ que toute repre´sentation absolument cristal-
line est de hauteur finie si bien que l’on peut supprimer cette hypothe`se. De plus,
Berger [Ber04, Proposition II.1.1.] a pre´cise´ ce re´sultat en ajoutant une condition
qui rend le module de Wach unique.
The´ore`me 3.2 (Berger). Si T est un re´seau d’une repre´sentation V cristalline
positive, alors il existe un unique sous-A+K-module N (T ) de D+(T ) satisfaisant les
conditions suivantes :
(1) N (T ) est un A+K -module libre de rang d = dimQp V ;
(2) l’action de Γ pre´serve N (T ) et est triviale sur N (T )/XN (T ) ;
(3) il existe un entier r ≥ 0 tel que Xr D+(T ) ⊂ N (T ).
De plus, N (T ) est stable par ϕ. Enfin, si l’on pose N (V ) = B+K ⊗A+
K
N (T ), alors
N (V ) est l’unique sous-B+K-module de D+(V ) qui ve´rifie l’analogue des conditions
ci-dessus.
Soit B+rig,K l’anneau des se´ries
∑∞
k=0 akX
k avec ak ∈ K qui convergent sur le
disque unite´ ouvert. Il contient naturellement B+K comme sous-anneau. Berger a
de´crit [Ber02] comment retrouver les modules Dst(V ) et Dcris(V ) a` partir de (ϕ,Γ)-
modules sur des anneaux de pe´riodes surconvergentes proches de B+rig,K . En par-
ticulier dans le cas d’une repre´sentation V positive cristalline il montre [Ber04,
Proposition II.2.1.] que Dcris(V ) = (B
+
rig,K ⊗B+
K
N (V ))Γ. Il en de´duit la recette
suivante [Ber04, The´ore`me III.4.4.] qui permet de reconstruire Dcris(V ) a` partir de
N (V ).
The´ore`me 3.3 (Berger). Si V est une repre´sentation cristalline positive et si l’on
munit N (V ) de la filtration
FiliN (V ) =
{
x ∈ N (V ), ϕ(x) ∈
(
ϕ(X)
X
)i
N (V )
}
,
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alors l’inclusion Dcris(V ) ⊂ B+rig,K ⊗B+
K
N (V ) induit un isomorphisme
Dcris(V ) ≃ N (V )/XN (V )
de ϕ-modules filtre´s.
3.2. Re´duction du cas na¨ıf au cas cristallin. On construit un analogue du
module de Wach en se ramenant au cas cristallin graˆce a` la proposition suivante.
Proposition 3.4. Si V est une repre´sentation p-adique de dimension d, si l’on
note V [n] = V ⊗Qp Vn pour n ≥ 2, et si l’on munit Dst(V ) de la filtration F̂il, alors
(i) l’application e 7→ log Y
t
induit pour tout n ≥ d un isomorphisme de ϕ-modules
filtre´s Dcris(V [n]) ≃ Dst(V ) ;
(ii) V est na¨ıve si et seulement si la plus grande sous-repre´sentation cristalline V˜
de V [d] est de dimension d ;
(iii) dans ce cas, Dcris(V˜ ) = Dcris(V [d]) est stable par l’ope´rateur − 1t dde qui induit
la monodromie N sur Dst(V ).
Preuve : La Proposition 2.4 donne (i).
On en de´duit encore que si la plus grande sous-repre´sentation cristalline V˜ de V [d]
est de dimension d, alors Dcris(V [d]) ≃ Dst(V ) est de dimension au moins d, donc
V est semi-stable et Dcris(V˜ ) ≃ Dst(V ) si Dst(V ) est muni de la filtration F̂il. Le
fait que V est na¨ıve est alors une conse´quence du Lemme 2.8.
Supposons V na¨ıve ; alors V est semi-stable, et V [d] l’est e´galement. Il s’agit de mon-
trer que le ϕ-module filtre´ Dcris(V [d]) de dimension d est admissible. Or Dcris(V [d])
est un sous-objet du (ϕ,N)-module filtre´ admissible Dst(V [d]) et donc, tout sous-
objet D de Dcris(V [d]) est un sous-objet de Dst(V [d]) et ve´rifie tH(D) ≤ tN (D). De
plus,
detDst(V ) ≃ detDcris(V [d]))
comme ϕ-modules filtre´s si bien que Dcris(V [d]) est admissible. Enfin, la description
de l’ope´rateur N sur Dcris(V [d]) provient encore de la Proposition 2.4. 
De´finissons
D+L(V ) = (B
+ ⊗ V )G.
Nous allons construire un module interme´diaire entre D+(V ) et D+L(V ) contenant le
module de Wach de V˜ . On de´finit B+log = B
+⊗Qp V∞ = B+[e] muni de sa structure
de B+-alge`bre, du Frobenius ϕ = ϕ⊗ id et de l’action naturelle de GK . Rappelons
que l’on a de´fini l’application ξ : GK → Zp par g(ρ) = ρεξ(g).
Lemme 3.5. Il existe b ∈ BL unique modulo BK tel que pour tout h ∈ HK ,
(h− 1)b = ξ(h) ; de plus b est transcendant sur le compositum BK .FracB+ et l’on
a (
B+[b]
)HK
=
(
B+L [b]
)τ=1
= B+K ,(
BK .B
+[b]
)HK
=
(
BK .B
+
L [b]
)τ=1
= BK .
Preuve : Calculons une base du (ϕ,Γ)-module D(V2). Le vecteur 1 ⊗ 1 est stable
par HK . Un vecteur non coline´aire s’e´crit a ⊗ e − b ⊗ 1 avec a 6= 0 si bien qu’en
divisant on peut supposer a = 1. Ainsi, b est bien uniquement de´termine´ modulo
BK , et il satisfait la relation (h− 1)b = ξ(h) pour tout h ∈ HK .
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Remarquons d’abord que b ne peut pas appartenir a` FracB+ car sinon V2 serait de
hauteur finie et de de Rham, donc potentiellement cristalline d’apre`s le the´ore`me
de Wach [Wac96].
Supposons que b ∈ BK .FracB+ et e´crivons b = a0+
∑n
k=1 bkak ou` pour 0 ≤ k ≤ n,
ak ∈ FracB+ et pour 1 ≤ k ≤ n, bk ∈ BK , et ou` l’on suppose que 1, b1, . . . , bn sont
line´airement inde´pendants sur FracB+. Alors pour tout h ∈ HK ,
(h− 1)b = (h− 1)a0 +
n∑
k=1
bk.(h− 1)(ak) = ξ(h) ∈ Zp
si bien que pour 1 ≤ k ≤ n, (h− 1)ak = 0, c’est-a`-dire ak ∈ BK . L’e´le´ment b e´tant
de´fini modulo BK , on peut ainsi choisir b = a0 ∈ FracB+, mais on a de´ja` remarque´
que ceci e´tait exclu.
Supposons que b (dont on fixe encore un repre´sentant de la classe modulo BK)
soit alge´brique sur le compositum BK .FracB
+ ; soit P (X) = Xn +
∑n−1
k=0 akX
k ∈
(BK .FracB
+)[X ] le polynoˆme minimal unitaire de b, de degre´ n. Pour tout h ∈ HK ,
on a donc :
h(P (b)) = (b+ ξ(h))n +
n−1∑
k=0
h(ak)(b+ ξ(h))
k = 0.
On obtient ainsi pour tout h ∈ HK un polynoˆme unitaire, annulateur de b de degre´
n qui co¨ıncide par conse´quent avec P , si bien que l’on a pour tout h ∈ HK ,
h(an−1) + nξ(h) = an−1.
Ainsi, −an−1/n satisfait la proprie´te´ de´finissant b, or on a montre´ que b n’apparte-
nait pas a` BK .FracB
+, d’ou` il ressort que b est transcendant sur ce corps.
Le meˆme raisonnement montre que si x =
∑n
k=0 akb
k ∈ (B+L [b])τ=1 (respectivement
x ∈ (BK .B+L [b])τ=1) avec n ≥ 1 et an 6= 0, alors
τ(x) =
n∑
k=0
τ(ak)(b + 1)
k =
n∑
k=0
akb
k
d’ou` l’on de´duit que an ∈ B+K (respectivement an ∈ BK) et τ(an−1+nan) = an−1,
c’est-a`-dire que b+ an−1
nan
∈ BK ce qui n’est pas possible. On en de´duit les e´galite´s.

Proposition 3.6. L’application B+K-line´aire ι : B
+
log → B (respectivement l’appli-
cation BK-line´aire ι : BK .B
+
log → B) envoyant e sur b est injective et compatible a`
l’action de HK .
Preuve : C’est une conse´quence du lemme pre´ce´dent, et du fait que l’action de HK
sur e est bien donne´e par (h− 1)e = ξ(h) = (h− 1)b. 
En combinant cette proposition avec le lemme pre´ce´dent, on de´duit encore l’e´galite´(
B+log
)HK
= B+K .
A` une repre´sentation p-adique V on associe le B+K-module
D+log(V ) = (B
+
log ⊗Qp V )HK
et l’on note Dlog(V ) le sous-BK-espace vectoriel de D(V ⊗ Qp[e]) engendre´ par
D+log(V ).
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Lemme 3.7. (i) Le B+K-module D
+
log(V ) est stable sous la de´rivation
d
de
.
(ii) On a Dlog(V ) = (BK .B
+
log ⊗Qp V )HK .
(iii) Si V est une repre´sentation de dimension d, alors Dlog(V ) est un sous-(ϕ,Γ)-
module e´tale de D(V [d]) de dimension e´gale au rang de D+log(V ) sur B
+
K et
infe´rieure ou e´gale a` d. De plus, la repre´sentation associe´e a` Dlog(V ) est de
hauteur finie.
Preuve : La de´rivation commute avec l’action de Galois sur B+log ⊗Qp V : soit x =∑n
k=0 ake
k avec ak ∈ V ⊗B+. Alors
d
de
τ(x) =
n∑
k=1
τ(kak)(e + 1)
k−1 = τ
(
d
de
x
)
.
On obtient ainsi le premier point. On en de´duit imme´diatement que D+log(V ) est en
fait un sous-B+K-module de D
+(V [d]), si bien qu’il est e´galement de type fini.
En outre, D+log(V ) est stable par ϕ ; il suit alors de [Fon90, The´ore`me B.1.4.2] d’une
part que Dlog(V ) est e´tale et de hauteur finie, d’autre part que l’application produit
BK ⊗B+
K
D+log(V )→ Dlog(V )
est injective. On en de´duit que la dimension de Dlog(V ) e´gale le B
+
K-rang de D
+
log(V )
et que ι induit une injection BK-line´aire Dlog(V ) →֒ D(V ), ce qui montre que
dimBK Dlog(V ) ≤ d.
Montrons enfin que l’injection naturelle
η : Dlog(V )→ (BK .B+log ⊗Qp V )HK
est surjective. Pour cela, on conside`re x =
∑n
i=0 biwi ∈ (BK .B+log ⊗Qp V )HK ou` les
wi ∈ B+log ⊗Qp V et les bi ∈ BK sont line´airement inde´pendants sur B+. On a alors
pour tout h ∈ HK ,
h(x) =
n∑
i=0
bih(wi) =
n∑
i=0
biwi
si bien que pour tout i, wi ∈ D+log(V ) et η est surjective. Ceci conclut le lemme. 
Lemme 3.8. Si V est une repre´sentation de dimension d, et si W est la sous-
repre´sentation de V [d] correspondant a` Dlog(V ), alors
(1) l’injection D+(W ) →֒ D+log(V ) est un isomorphisme,
(2) V est na¨ıve si et seulement si W est cristalline de dimension d,
(3) dans ce cas, W s’identifie a` la repre´sentation V˜ de´finie dans la Proposition
3.4.
Preuve : L’injection W →֒ V [d] induit une injection(
W ⊗B+K
)HK
= D+(W ) →֒ D+log(V ) ≃
(
V [d]⊗B+K
)HK
.
Par ailleurs, D+log(V ) est un sous-B
+
K-module de Dlog(V ) = D(W ) stable par ϕ,
c’est donc un sous-B+K-module de D
+(W ). Ces deux modules sont donc e´gaux.
Si W est cristalline de rang d, la Proposition 3.4 montre que V est na¨ıve.
Supposons V na¨ıve. La sous-repre´sentation V˜ de V [d] est cristalline de dimension d
et s’injecte dans V ⊗Qp[e]. L’injection D+(V˜ ) →֒ D+log(V ) montre que le B+K-module
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D+log(V ) est de rang au moins d = rgB+
K
D+(V˜ ) ; et le lemme pre´ce´dent montre que
ce rang est exactement d. Ainsi, D(V˜ ) = Dlog(V ) et V˜ = W . 
Proposition 3.9. Si V est une repre´sentation p-adique de dimension d, alors V est
na¨ıve si et seulement s’il existe un sous-B+K-module libre N de rang d de D+log(V )
stable par Γ et un entier h ∈ Z tels que l’action de Γ sur (N/XN )(h) est triviale.
Preuve : Il suffit de combiner le lemme pre´ce´dent avec le The´ore`me 3.1. 
De meˆme, le The´ore`me 3.2 devient
Proposition 3.10. Si T est un re´seau d’une repre´sentation V na¨ıve positive, alors
il existe un unique sous-A+K-module Nlog(T ) de D+log(T ) satisfaisant les conditions
suivantes :
(i) Nlog(T ) est un A+K-module libre de rang d = dimQp V ;
(ii) l’action de Γ pre´serve Nlog(T ) et est triviale sur Nlog(T )/XNlog(T ) ;
(iii) il existe un entier r ≥ 0 tel que Xr D+log(T ) ⊂ Nlog(T ).
De plus, Nlog(T ) est stable par ϕ. Enfin, si l’on pose Nlog(V ) = B+K ⊗A+
K
Nlog(T ),
alors Nlog(V ) est l’unique sous-B+K-module de D+log(V ) qui ve´rifie l’analogue des
conditions ci-dessus.
Proposition 3.11. Si V est une repre´sentation na¨ıve positive, alors Nlog(V ) est
stable par l’ope´rateur N = − 1
X
d
de
. Si l’on munit Nlog(V ) de la filtration
FiliNlog(V ) =
{
x ∈ Nlog(V ), ϕ(x) ∈
(
ϕ(X)
X
)i
Nlog(V )
}
,
alors l’inclusion Dcris(V˜ ) ⊂ B+rig,K ⊗B+
K
Nlog(V ) induit un isomorphisme
Dst(V ) ≃ Nlog(V )/XNlog(V )
de (ϕ,N)-modules filtre´s.
Preuve : Vu le Lemme 3.8 et le The´ore`me 3.3, on peut travailler sur N (V˜ ) ou` il
suffit de montrer que l’ope´rateur N de´fini co¨ıncide modulo X avec la monodromie
de Dst(V ).
L’application d
de
⊗ ε−1 induit un morphisme GK-e´quivariant de V [d] vers V [d −
1](−1) ⊂ V [d](−1), donc de V˜ vers V˜ (−1), et ainsi de N (V˜ ) vers N (V˜ (−1)) qui
n’est autre que XN (V˜ )(−1). Ainsi, N = − 1
X
d
de
agit sur N (V˜ ). Or, d’apre`s [Ber04,
The´ore`me III.4.4]
N˜ := N (V˜ )⊗
B
+
K
B+rig,K = Dcris(V˜ )⊕XN (V˜ )
d’ou`
− d
de
: Dcris(V˜ )⊕XN˜ → X Dcris(V˜ )⊕X2N˜
co¨ıncide avec l’application tN de Dcris(V˜ ) dans
tDcris(V˜ ) ⊂ X Dcris(V˜ )⊕ (t−X)Dcris(V˜ ) ⊂ X Dcris(V˜ )⊕X2N˜ .
On en de´duit que l’application − 1
X
d
de
: N (V˜ ) → N (V˜ ) co¨ıncide bien modulo X
avec l’ope´rateur − 1
t
d
de
de Dcris(V˜ ). 
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3.3. Module de Wach pour les repre´sentations na¨ıves. On construit dans ce
paragraphe un module de Wach dans D+L(V ) et l’on montre le re´sultat principal.
Comme D+log(V ) = (B
+[e] ⊗Qp V )HK ou` l’action de GK sur e se factorise par GL,
on a
D+log(V ) = (D
+
L(V )⊗Qp Qp[e])τ=1.
Nous noterons (certes abusivement) les e´le´ments de D+log(V ) comme des polynoˆmes
en e a` coefficients dans D+L(V ), invariants sous τ . De plus, D
+
log(V ) est stable par
XN = − d
de
.
On de´finit
D+,uniL (V ) =
⋃
n∈N
ker
[
(τ − 1)n : D+L(V )→ D+L(V )
]
,
le plus grand sous B+K-module de D
+
L(V ) sur lequel τ est localement unipotent.
La se´rie log τ est alors bien de´finie sur D+,uniL (V ) et en de´finit un endomorphisme
localement unipotent. Par ailleurs, il est clair que D+,uniL (V ) est stable sous les
actions de G et ϕ.
Proposition 3.12. Si V est une repre´sentation p-adique de dimension d, alors
(i) le morphisme de B+K-modules
f : D+log(V ) → D+L(V )
P (e) 7→ P (0)
est injectif , compatible a` Γ et ϕ et d’image D+,uniL (V ) ;
(ii) le morphisme de B+K-modules
g : D+,uniL (V ) → D+log(V )
x 7→
∞∑
n=0
en
n!
(− log τ)nx
est inverse de f , et donc compatible a` Γ et ϕ ;
(iii) on a τ ◦ f = f ◦ exp(− d
de
), et f ◦ (− d
de
) = (log τ) ◦ f ;
(iv) si D+log(V ) est de rang d, alors D
+,uni
L (V ) est un B
+
K-module libre de rang d
qui engendre le BL-espace vectoriel DL(V ).
Preuve : On note P σ le polynoˆme dont les coefficients sont ceux de P sur lesquels
on a agi par σ = ϕ, γ ou τ .
Soit P (e) =
∑n
k=0 ake
k ∈ D+log(V ). Alors pour tout m ∈ Z, P τ
m
(e +m) = P (e) si
bien que P (0) = 0 implique
∑n
k=1 akm
k = 0 pour tout m ∈ Z, et l’on en de´duit
aise´ment que P = 0.
La compatibilite´ a` Γ et ϕ provient de ce que
ϕ(P (e)) = Pϕ(e) et γ(P (e)) = P γ
(
1
χ(γ)
e
)
, ∀γ ∈ Γ.
De plus, τ(P (e)) = P τ (e+ 1) = P (e) donne τ(P (0)) = P (−1). La relation τ ◦ f =
f ◦ exp(− d
de
) est le de´veloppement de Taylor en 0 de P (−1). On en de´duit que τ
est localement unipotent sur l’image de f , donc que cette image est incluse dans
D+,uniL (V ).
14 FLORIC TAVARES RIBEIRO
La de´rivation correspond donc a` − log τ . Ainsi pour tout x ∈ D+log(V ),
x = g ◦ f(x) =
∞∑
n=0
en
n!
(− log τ)nf(x)
et il est clair que g est inverse de f , de´fini sur D+,uniL (V ) qui est donc l’image de f .
De plus, si D+log(V ) est de rang d, alors l’image de Dlog(V ) par l’application induite
par l’injection ι de la Proposition 3.6 est D(V ) car c’en est un sous-BK-espace
vectoriel de meˆme dimension ; donc elle engendre DL(V ). Or
ι(x) =
∞∑
n=0
bn
n!
(− log τ)nf(x)
si bien que l’image de f engendre DL(V ). 
Corollaire 3.13. Si V est na¨ıve, elle est isomorphe a` la repre´sentation cristalline
V˜ comme repre´sentation de GKpi .
Preuve : Le (i) de la proposition montre que les (ϕ,G)-modules de V et V˜ de-
viennent isomorphes si l’on oublie l’action de τ . 
Remarquons plus ge´ne´ralement que si D+log(V ), ou D
+,uni
L (V ), est de rang d, V est
isomorphe comme repre´sentation de GKpi a` la repre´sentation associe´e a` Dlog(V ),
qui est de hauteur finie.
On de´duit e´galement de la proposition le re´sultat suivant.
Corollaire 3.14. L’application produit BL⊗B+
K
D+,uniL (V )→ DL(V ) est injective.
Son image est un sous-(ϕ,G)-module e´tale sur BL de DL(V ).
Preuve : Il s’agit premie`rement de ve´rifier que si (xi)i est une base de D
+,uni
L (V ),
cette famille reste libre sur BL dans DL(V ). Commenc¸ons par montrer qu’elle est
libre sur BK . Si l’on a une relation de liaison de (xi)i sur BK , on peut lui appliquer
une puissance convenable de τ − 1 pour obtenir une relation de liaison sur BK
d’e´le´ments de D+(V ) libres sur B+K . Ceci n’est pas possible du fait de [Fon90,
The´ore`me B.1.4.2].
L’application h˜ : x 7→ ∑∞n=0 bnn! ⊗ (− log τ)nx de´finit un changement de base
xi 7→ h˜(xi) de BL ⊗ D+,uniL (V ). Or h : x 7→
∑∞
n=0
bn
n! (− log τ)nx de´finit d’apre`s les
Proposition 3.12 et Proposition 3.6 une injection D+,uniL (V ) →֒ D(V ). On est donc
ramene´ a` ve´rifier que la famille (h(xi))i est libre sur BL. Ceci est une conse´quence
imme´diate de l’isomorphisme de comparaison
B⊗D(V )→ B⊗ V
qui montre que le produit BL ⊗D(V )→ DL(V ) est un isomorphisme.
Enfin, [Fon90, The´ore`me B.1.4.2] montre e´galement que BLD
+(V ) est e´tale et en
prenant un re´seau T de V , on montre par une re´currence imme´diate que pour tout
n, ϕ
(
BL(τ − 1)−n(D+(T ))
)
engendre BL(τ − 1)−n(D+(T )) sur BL, si bien que
BLD
+,uni
L (V ) est bien e´tale. 
Lemme 3.15. Si M est un sous A+K-module de A
d
L de type fini, stable par τ , alors
pour tout k assez grand, (τ − 1)kM ⊂ pM .
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Preuve : Comme M est un A+K -module de type fini, c’est l’image d’un morphisme
(A+K)
s → AdL continu pour la topologie p-adique. On ve´rifie alors aise´ment que
pour m suffisamment grand pmAdL ∩M ⊂ pM .
Fixons (ei)1≤i≤d la base canonique de A
d
L et (mj)1≤j≤r une famille ge´ne´ratrice de
M sur A+K que l’on e´crit dans la base canonique
∀1 ≤ j ≤ r, mj =
d∑
i=1
xijei.
On est ramene´ a` trouver un k tel que pour tout 1 ≤ i ≤ d, 1 ≤ j ≤ r, (τ − 1)kxij ∈
pmAL. Mais tout x ∈ AL s’e´crit x =
∑
l∈N p
l[xl] avec xl ∈ EL ou` EL = EGL =
∪n∈NE(τ
pn=1)
L d’apre`s la the´orie du corps des normes [Win83, The´ore`me 3.2.2.]. Il
est alors clair que k = pr avec r assez grand convient. 
Lemme 3.16. Si V est une repre´sentation et si M est un sous-B+K-module de type
fini de DL(V ) stable par G, alors τ est unipotent sur M .
En particulier, si M est un sous-B+K-module de type fini de D
+
L(V ) stable par G,
alors M ⊂ D+,uniL (V ).
Preuve : Fixons V0 un re´seau de V et M0 =M ∩DL(V0). Comme DL(V0) posse`de
une base fixe par τ , celle de D(V0), on peut l’identifier (si on le conside`re muni
de la seule action de τ) a` AdL et appliquer le lemme pre´ce´dent : il existe k tel que
(τ − 1)kM0 ⊂ pM0.
On en de´duit que la se´rie log τ converge vers un endomorphisme de M . Soit ∆ ∈
Md(B
+
K) sa matrice dans une base B de M0 et T ∈ GLd(A+K) celle de τ . Pour
tout γ ∈ Γ, notons H(γ) ∈ GLd(A+K) sa matrice dans B. Alors la relation de
commutation H(γ)T γ = T χ(γ)H(γ) donne
H(γ)∆γH(γ)−1 = χ(γ)∆.
Si l’on e´crit χ∆ le polynoˆme caracte´ristique de ∆ sous la forme χ∆(λ) = λ
d +
ad−1λ
d−1+ · · ·+ a0, alors pour tout 0 ≤ i ≤ d− 1 et pour tout γ ∈ Γ, on a γ(ai) =
χ(γ)d−iai. On en de´duit que tous les ai sont nuls, puisque ai ∈ B+K ⊂ (Bcris)HK
et qu’il est bien connu que les solutions de γ(x) = χ(γ)kx dans (Bcris)
HK sont les
x = x0t
k avec x0 ∈ K, d’ou` pour tout i, ai ∈ Ktd−i ∩B+K = {0}.
Il suit que ∆ est nilpotent, et ainsi τ est unipotent. 
Proposition 3.17. Si V est une repre´sentation p-adique de dimension d, alors
D+,uniL (V ) est le plus grand sous-B
+
K-module M de type fini de D
+
L(V ) stable par
G. Si V est na¨ıve, D+,uniL (V ) est libre de rang d et engendre DL(V ) sur BL.
Preuve : Le module D+log(V ) est de rang d d’apre`s le Lemme 3.8, donc D
+,uni
L (V )
aussi et la proposition se de´duit de la Proposition 3.12 et du Lemme 3.16. 
The´ore`me 3.18. Si V est une repre´sentation p-adique de dimension d, alors V est
na¨ıve si et seulement s’il existe un sous-B+K-module N libre de rang d de D+L(V ),
stable par G, et un entier h ∈ Z tels que l’action de Γ sur (N/XN )(h) est triviale.
Preuve : C’est une conse´quence de la Proposition 3.9, de la Proposition 3.12 et du
Lemme 3.16. 
The´ore`me 3.19. Si V est une repre´sentation na¨ıve positive de dimension d, alors
il existe un unique sous-B+K-module N (V ) de D+L(V ) satisfaisant les conditions
suivantes :
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(1) N (V ) est un B+K-module libre de rang d qui engendre DL(V ) ;
(2) l’action de G pre´serve N (V ), et est triviale sur N (V )/XN (V ) ;
(3) il existe un entier r ≥ 0 tel que Xr D+,uniL (V ) ⊂ N (V ).
De plus, N (V ) est stable par ϕ.
Preuve : Ce the´ore`me, excepte´ le fait que (τ − 1)(N (V )) ⊂ XN (V ) est une
conse´quence de la Proposition 3.10, de la Proposition 3.12 et du Lemme 3.16.
La Proposition 3.11 montre queNlog(V ) est stable par 1X dde donc que dde(Nlog(V )) ⊂
XNlog(V ), on en de´duit que log(τ)(N (V )) ⊂ XN (V ) si bien que τ est trivial sur
N (V )/XN (V ). 
The´ore`me 3.20. Si V est une repre´sentation na¨ıve positive, la somme 1
X
log τ
converge vers un ope´rateur N nilpotent sur N (V ). Si l’on munit de plus N (V ) de
la filtration
FiliN (V ) =
{
x ∈ N (V ), ϕ(x) ∈
(
ϕ(X)
X
)i
N (V )
}
,
alors il existe un isomorphisme Dst(V ) ≃ N (V )/XN (V ) de (ϕ,N)-modules filtre´s.
Preuve : C’est une conse´quence des Proposition 3.11 et 3.12 et du Lemme 3.16. 
Remarque 3.1. (i) Il semble que ce soit un phe´nome`ne ge´ne´ral pour les repre´-
sentations semi-stables que la monodromie soit encode´e par la partie en log τ
de l’alge`bre de Lie de G.
(ii) Comme il a e´te´ dit, τ ne de´pend que tu choix de ε ; si l’on change ε en εα,
τ est change´ en τα et l’ope´rateur N = 1
X
log τ n’est pas change´ modulo X .
De plus, V est cristalline si et seulement si N = 0, c’est-a`-dire τ = 1, et alors
N (V ) ⊂ D(V ) est le module de Wach du The´ore`me 3.2.
(iii) Les modules N (V˜ ), Nlog(V ) et N (V ) sont isomorphes comme ϕ-modules
filtre´s.
3.4. Modules de Wach dans D(V ). On peut encore, a` l’aide des re´sultats pre´-
ce´dents, construire un module de Wach pour les repre´sentations na¨ıves dans le
(ϕ,Γ)-module D(V ). Toutefois il de´pend d’un choix, celui de l’e´le´ment b du Lemme
3.5. On fixe donc b ∈ BL tel que (h− 1)b = ξ(h) pour tout h ∈ HK , ou de manie`re
e´quivalente (τ − 1)b = 1. On remarque que (ϕ − 1)b, (χ(γ)γ − 1)b ∈ BK pour
γ ∈ Γ < G. 1
On de´finit ensuite BL,log (respectivement B
+
L,log) comme la plus petite sous B
+
L -
alge`bre de BL contenant B
+
L [b] (respectivement b), stable par ϕ et G. On de´finit
de meˆme BK,log (respectivement B
+
K,log) comme la plus petite sous B
+
K-alge`bre de
BK contenant B
+
K [(ϕ− 1)b, (χ(γ)γ− 1)b, γ ∈ Γ] (respectivement (ϕ− 1)b, (χ(γ)γ−
1)b, γ ∈ Γ), stable par ϕ et Γ. On a alors
BL,log = B
+
L ⊕B+L,log et BK,log = B+K ⊕B+K,log.
Lemme 3.21. On a :
BK,log = (BL,log)
τ=1
et B+K,log =
(
B+L,log
)τ=1
.
1Si p 6= 2, Γ est procyclique de ge´ne´rateur γ et les couples ((ϕ − 1)b ⊗ ε, (γ − 1)(b ⊗ ε))
correspondent a` l’image de p par l’application de Kummer sur le premier groupe de cohomologie
du complexe de Herr qui calcule la cohomologie galoisienne de Qp(1). Pour nos constructions, le
choix de b est e´quivalent au choix d’un tel couple.
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Preuve : Les deux e´galite´s se traitent de meˆme manie`re, conside´rons la premie`re.
Vu le Lemme 3.5, il suffit de montrer que BL,log = BK,log.B
+
L [b]. Or, il est clair que
BK,log.B
+
L [b] ⊂ BL,log et que BK,log.B+L [b] est stable par ϕ et Γ, d’ou` l’e´galite´. 
Lemme 3.22. Si V est une repre´sentation na¨ıve positive et si M est le BK,log-
module
(
BL,log ⊗D+L(V )
)τ=1
engendre´ par l’image de l’application ι de la Propo-
sition 3.6, alors ι induit un isomorphisme de B+K-modules compatible a` ϕ et Γ
D+log(V ) ≃M/(B+K,logM).
Preuve : Cela provient de ce que B+K ≃ BK,log/B+K,log. 
On en de´duit les propositions suivantes.
Proposition 3.23. Si V est une repre´sentation na¨ıve positive de dimension d, soit
M =
(
BL,log ⊗D+L(V )
)τ=1
, alors il existe un unique sous-BK,log-module NK(V )
de D(V ) satisfaisant les conditions suivantes :
(1) NK(V ) est un BK,log-module libre de rang d ;
(2) l’action de Γ pre´serve le module NK(V ) et est triviale sur le quotient
NK(V )/(X,B+K,log)NK(V ) ;
(3) il existe un entier r ≥ 0 tel que XrM ⊂ NK(V ).
De plus, NK(V )/B+K,logNK(V ) est stable par ϕ.
Proposition 3.24. Si V est une repre´sentation semi-stable positive, et si l’on
munit M = NK(V )/B+K,logNK(V ) de la filtration
FiliM =
{
x ∈M,ϕ(x) ∈
(
ϕ(X)
X
)i
M
}
,
alors il existe un isomorphisme Dst(V ) ≃M/XM de ϕ-modules filtre´s.
4. Applications
Les foncteurs d’inclusion de la cate´gorie des repre´sentations respectivement de hau-
teur finie, cristallines et na¨ıves de GK vers RepGK admettent des adjoints a` droite
V 7→ V hf , V 7→ V cris et V 7→ V naif qui a` une repre´sentation V associent ses plus
grandes sous-repre´sentations respectivement de hauteur finie, cristalline et na¨ıve.
On commence par la remarque suivante.
Lemme 4.1. Si V est une repre´sentation semi-stable de GK , alors V
cris = V hf et
D+(V ) ≃ D+(V cris) comme (ϕ,Γ)-modules sur B+K .
Preuve : Le The´ore`me B.1.4.2 de [Fon90] montre que pour toute repre´sentation V
de GK , BK D
+(V ) ⊂ D(V ) est un sous-(ϕ,Γ)module e´tale de D(V ), il correspond
donc a` la plus grande sous-repre´sentation de hauteur finie de V . Si V est semi-stable,
le The´ore`me de [Wac96] montre que cette repre´sentation est en fait potentiellement
cristalline, donc cristalline. 
Proposition 4.2. Si V est une repre´sentation de GK telle que V
cris est posi-
tive, M ⊂ D+(V cris) ⊂ D+(V ) est le module de Wach de V cris et n est l’in-
dice de nilpotence de log τ sur D+,uniL (V ) alors le B
+
K-module N engendre´ par
{X i(log τ)−i(M) ; 0 ≤ i ≤ n} satisfait les proprıe´te´s :
(1) N est un B+K-module libre et BL ⊗B+
K
N → DL(V ) est injectif ;
(2) l’action de G pre´serve N , et elle est triviale sur N/XN ;
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(3) il existe un entier r ≥ n− 1 tel que Xr(log τ)−n(D+(V cris)) ⊂ N .
Enfin, BLN est le sous-(ϕ,G)-module e´tale DL(V naif) de DL(V ) et N est son
unique sous-B+K-module satisfaisant les proprie´te´s du The´ore`me 3.19.
Preuve : LeB+K-moduleN est libre comme sous-module de D+,uniL (V ) et l’injectivite´
de BL ⊗B+
K
N → DL(V ) suit du Corollaire 3.14. On sait que G pre´serve M et est
trivial sur M/XM . Si (log τ)i(x) ∈M , et g ∈ G, alors
g
(
(log τ)i(x)
)
= (χ(g))i(log τ)i(g(x)) = y
ou` y ∈M et y − (log τ)i(x) ∈ XM . En particulier, g(x) ∈ (log τ)−iM et X ig(x) ∈
N . On de´duit alors le second point de :
(log τ)i(g − 1)(X ix) = X i
((
g(X)
X
)i
y
χ(g)i
− (log τ)i(x)
)
∈ X i+1M.
Le troisie`me point suit de l’existence d’un entier r′ tel que Xr
′
D+(V cris) ⊂M .
La preuve que BLN est e´tale est la meˆme que dans le Corollaire 3.14.
On en de´duit que V posse`de une sous-repre´sentationW telle que DL(W ) = BLN =
BL(log τ)
−n(D+(V cris)). La seconde proprie´te´, combine´e avec le The´ore`me 3.18,
montre que W est na¨ıve. Si maintenant W ′ ⊂ V est na¨ıve, soit N ′ ⊂ D+,uniL (V ) son
module de Wach au sens du The´ore`me 3.19, alors N ′ ⊂ ∪k∈N(τ − 1)−kD+(V cris) =
(log τ)−n(D+(V cris)) si bien que W ′ ⊂W et on a donc bien W = V naif . 
Corollaire 4.3. Si V cris = V hf , alors D+,uniL (V ) = D
+,uni
L (V
naif), autrement dit,
V naif = (B⊗
B
+
K
D+,uniL (V ))
ϕ=1.
Preuve : Si V cris = V hf , alors D+(V ) = D+(V cris) si bien que D+,uniL (V ) = ∪k∈N(τ−
1)−kD+(V cris) et que l’e´nonce´ est une conse´quence imme´diate de la Proposition 4.2.

Appelons repre´sentation (respectivement semi-stable) de G toute repre´sentation
(respectivement semi-stable) de GK dont l’action de Galois se factorise par G.
Corollaire 4.4. Les repre´sentations semi-stables de G sont na¨ıves. Une telle re-
pre´sentation est cristalline si et seulement si elle est fixe´e par τ .
Preuve : Si V est fixe par GL, alors DL(V ) = BL ⊗ V et d’apre`s le Lemme 3.16,
B+K ⊗V ⊂ D+,uniL (V ) ⊂ B+L ⊗V . Il suit alors du Corollaire 3.14 que B+K ⊗V est un
sous-B+K-module de D
+,uni
L (V ) de meˆme rang, et comme B
+
K est principal, il existe
une base (di)i de B
+
K⊗V et des λi ∈ B+K tels que ( 1λi di)i est une base de D
+,uni
L (V ).
Comme FracB+K ∩B+L = B+K , les λi sont inversibles, bref D+,uniL (V ) = B+K ⊗ V .
D’apre`s le Lemme 4.1, si V est semi-stable, alors V cris = V hf , et donc d’apre`s le
corollaire pre´ce´dent, V est na¨ıve.
Enfin, V est cristalline si et seulement si log τ = 0 sur N (V ), ceci e´quivaut ici a` ce
que τ = 1 sur B+K ⊗ V donc sur V . 
Le the´ore`me suivant a e´te´ conjecture´ par Breuil [Bre99] et prouve´ par Kisin [Kis06].
On en obtient ici une preuve, dans le cas ou` K est non ramifie´, comme conse´quence
du corollaire pre´ce´dent. Notons que les arguments de cette preuve peuvent eˆtre
re´duits et ge´ne´ralise´s de sorte a` obtenir une preuve du the´ore`me de Kisin y compris
dans le cas ramifie´ [BTR12].
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The´ore`me 4.5. Le foncteur restriction de la cate´gorie des repre´sentations cristal-
lines de GK vers la cate´gorie des repre´sentations de GKpi est pleinement fide`le.
Preuve : Soient V1 et V2 deux repre´sentations cristallines, alors la repre´sentation
V := Hom(V1, V2) est cristalline. Un e´le´ment v ∈ V GKpi appartient en particulier a`
la sous-repre´sentation V GL qui est cristalline, donc fixe´e par τ , ainsi v ∈ V GK . 
Nous allons maintenant de´crire les repre´sentations semi-stables de G. Donnons tout
d’abord un exemple.
Exemple 4.1. Rappelons que l’on note Vi = Sym
i−1 V2 ou` V2 = Qp ⊕ Qpe est
la repre´sentation associe´e a` la courbe de Tate. On a alors l’identification Vi ≃
Qp[e]≤i−1 avec l’espace des polynoˆmes de degre´ strictement plus petit que i. On
note de meˆme V1 = Qp. Si j ≥ 0, le module de Wach de Vi(−j) est le B+K-module
libre de base Xk+j ⊗ ek, 0 ≤ k ≤ i− 1.
Le re´sultat suivant est duˆ a` Perrin-Riou [PR94, Lemme 3.3.4.] (cf. aussi [Ber08a,
Lemme 3.3.8.]).
Lemme 4.6. Si V est une repre´sentation de Γ, alors V est cristalline si et seule-
ment si V = ⊕j∈ZV Γ=χj .
Proposition 4.7. Si V est une repre´sentation semi-stable de G, alors il existe des
entiers ni,j presque tous nuls tels que V ≃ ⊕i≥1,j∈ZVi(j)ni,j .
Preuve : D’apre`s le lemme pre´ce´dent, il existe des entiers mj ≥ 0 presque tous nuls
tels que :
V cris = V τ=1 ≃ ⊕j∈ZQp(j)mj
de plus, si l’on tord par une puissance assez grande de χ−1, on peut supposer V cris
positive, c’est-a`-dire mj = 0 pour tout j > 0. D’apre`s la Corollaire 4.4 V est na¨ıve,
on peut donc appliquer la Proposition 4.2 qui donne le re´sultat. 
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